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問題1 (基礎数学)

[1], [2], [3], [4] はそれぞれの解答用紙に解答せよ．

[1] 以下の行列Aを考える．

A =

(
4 2

1 3

)

1) Aの固有値λ1，λ2 (λ1 > λ2)と，それぞれに対応する固有ベクトルx1，x2を求めよ．

2) 行列B = 1
5
Aで表現される一次変換について考える．

領域 V = {(x, y)| − 1 ≦ x ≦ 1,−1 ≦ y ≦ 1}を，一次変換Bn (n = 1, 2, 3, · · ·)で
変換した領域 Vnは，n→ ∞の極限でどのような図形になるか図示せよ．

[2] 以下の積分に関する問いに答えよ．

1) 二重積分K =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−a(x2+y2)dxdyを極座標を用いて求めよ．ただし，aは正

の定数とする．

2) 実数 tに対して積分 I(t) =

∫ ∞

−∞
e−ax2+2atxdxを求めよ．

3) 2)で得られた I(t)を t = 0のまわりで展開することにより，
積分 Im =

∫ ∞

−∞
x2me−ax2

dx (m = 1, 2, 3, · · ·)を求めよ．
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[3] 次の微分方程式の一般解を求めよ．結果は虚数単位 iを含まない形で記せ．

d3x

dt3
+ 3

d2x

dt2
+ 4

dx

dt
+ 2x = et

[4] 定積分
I =

∫ ∞

−∞

e−ix

(1 + x2)2
dx

の値を，複素積分を用いて求めよ．必要があれば，複素関数 f(z)の孤立特異点 z = aが
n位の極である時，留数Res(f(z), a)が次式で与えられることを用いてよい．

Res(f(z), a) =
1

(n− 1)!
lim
z→a

dn−1

dzn−1
[(z − a)nf(z)]
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問題2 (力学)

[1]と [2]はそれぞれの解答用紙に解答せよ．

[1] 質量mの質点がポテンシャルU0(r) =
1
2
kx2 + 1

2
ky2 + 1

2
kz2（kは正の定数）のも

とで３次元空間中を運動する．ここで，r = (x, y, z)は質点の位置ベクトルである．以
下の問いに答えよ．

1) 質点に対する運動方程式を rで表せ．

2) 原点のまわりの質点の角運動量Lが時間によらず一定となることを運動方程式を
用いて示せ．

3) 時刻 tにおける質点の x座標 x(t)について，運動方程式の一般解を求めよ．

4) 時刻 t = 0において r(0) = (a, 0, 0), ṙ(0) =
(
0, a

2

√
k
m
, a
2

√
k
m

)
（aは正の定数）と

して，以下の問いに答えよ．

a) 初期条件を満たす解 r(t)を求めよ．解答は結果のみ示せばよい．
b) 運動の軌跡の概形を xy, yz平面上にそれぞれ投影して，解答用紙のグラフに
図示せよ．

c) 質点の運動エネルギーが t = 0以降で最初に最大となる時刻 t1を求めよ．

次に，以下の式で表される微小なポテンシャルU1(r)をU0(r)に加えた，ポテンシャル
U(r) = U0(r) + U1(r)のもとでの運動について考える．ただし，εは微小な正の定数で
あるとする．

U1(r) = ε(x+ y + z)2

5) 質点が原点のまわりを一定の角運動量L（L ̸= 0）で運動した．このときのLの
方向を答えよ．
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[2] 図のように，密度が一様な質量m，長さ lの剛体棒を，端Aを支点として紙面に
平行な平面内で回転できるようにした．この振り子の運動を考える．支点を原点とし，
水平方向に x軸，鉛直上向きに y軸を取る．鉛直下方から測った棒の角度を θ，重力加
速度の大きさを gとして以下の問いに答えよ．棒の太さ，支点での摩擦，空気抵抗は無
視して良い．

θ = 0で静止している棒の下端Bに初速 (vx, vy) = (V, 0) を与えた後の運動を考える．た
だし，V は正の定数とする．

1) 棒の支点のまわりの慣性モーメントが 1
3
ml2

となることを示せ．

2) θに関する運動方程式（微分方程式）を与
えよ．

3) V が十分に小さい場合，棒は |θ| ≪ 1で微
小振動する．振動の周期 T を求めよ．

4) V > V0を満たす場合，棒は支点のまわり
を一回転する．V0を求めよ．

5) V > V0の初速を与えたところ，棒がちょ
うど一回転して Bが Aの真下を通過した
瞬間に支点が外れた．この時刻をあらため
て t = 0とする．t ≥ 0における棒の重心
の座標 (x(t), y(t))を求めよ．

θ = 0で静止している棒の支点を水平方向にX(t) = X0 cos(Ωt)で微小振動させた場合
を考える．ただし，X0とΩは正の定数とする．

6) 支点とともに運動する座標系を考え，θに関する運動方程式を与えよ．

7) |θ| ≪ 1の場合を考える．運動方程式に基づいて，振り子の振れ角 θの振幅が時間
とともに増大するためのΩを求めよ．



正誤表 
 
問題３（電磁気学） 
[1]  1)  b) 

誤 “𝑎, 𝑏, 𝜌を用いて表せ” 
正 “𝑎, 𝑏, 𝜌, 𝜀଴を用いて表せ” 
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問題3 (電磁気学)

[1]と [2]はそれぞれの解答用紙に解答せよ．

[1] 図 1のように，真空中におかれた半径 aの円筒導体（内円筒）と半径 bの円筒導
体（外円筒）からなる同軸円筒を考える．a < bであり，円筒の長さは bに比べて十分
長いものとする．また，それぞれの円筒導体の厚さは無視できるものとする．真空の誘
電率を ε0，真空の透磁率を µ0，円筒軸を z軸とし，座標は円筒座標系 (r, ϕ, z)で表すも
のとする．また，r, ϕ, z方向の単位ベクトルは er, eϕ, ezとする．

1) 内円筒および外円筒に，z軸方向の単位長さあたりそれぞれ+ρと−ρの電荷を与
えたとき，以下の問いに答えよ．

a) z = 0，a < r < bにおける電場Eを求めよ．
b) 外円筒を基準としたときの内円筒の電位 V を a, b, ρを用いて表せ．
c) 各点での電場のエネルギー密度を積分することで，同軸円筒の z軸方向の単
位長さあたりに蓄えられている静電場のエネルギー UEを求めよ．

d) 内円筒と外円筒の間を，誘電率が rに対して変化する誘電体で満たしたとこ
ろ，内円筒と外円筒の間の電場の大きさが rに依存せずに一様になった．誘
電体の誘電率 ε(r)は rに対してどのような関数になるか答えよ．

z

x

yO

𝜙

r

bb

aa

図 1

(次ページに続く)
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2) 問 1)d)で考えた電荷と誘電体をすべて取り除き，内円筒と外円筒の間を真空に戻
したのち，電流 I(I > 0)を内円筒の−z方向と外円筒の+z方向に流したとき，以
下の問いに答えよ．

a) z = 0，a < r < bにおける磁束密度Bを求めよ．
b) 同軸円筒の z軸方向の単位長さあたりの自己インダクタンス Lを求めよ．
c) 同軸円筒の z軸方向の単位長さあたりの静磁場のエネルギー UM を求めよ．

3) 図 2に示すように，図 1の同軸円筒の一端の内円筒と外円筒の間に電圧 V を印加
し，かつ同軸円筒の反対側の一端に抵抗Rを接続した状態を考える．a < r < bの
領域を電荷 q(q > 0)の荷電粒子が z軸に平行に直進するとき，荷電粒子の進む向
きと速度の大きさ vを V,R, r, a, b, µ0のうち必要なものを用いて求めよ．ただし，
円筒導体の電気抵抗値は抵抗Rに比べて無視できるくらい小さいものとする．ま
た，荷電粒子があることによる電場や磁束密度への影響は無視してよい．

R

Vz

bb

aa

図 2
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[2] 媒質中におけるマクスウェル方程式

∇ ·E =
ρ

ε
(1)

∇ ·B = 0 (2)

∇×E = −∂B
∂t

(3)

∇×B = µj + εµ
∂E

∂t
(4)

を用いて以下の問いに答えよ．Eは電場，Bは磁束密度を表す．ε, µ, ρ, jはそれぞれ
媒質中の誘電率, 透磁率, 電荷密度，電流密度を表す．

1) 真空中を z方向へ伝搬する平面波の電磁波を考える．真空中では，ρ = 0, j = 0,

ε = ε0, µ = µ0である．電場E(z, t),磁束密度B(z, t)は以下の式で表される．

E(z, t) = A exp[i(kz − ωt)], B(z, t) = A′ exp[i(kz − ωt)] (5)

iは虚数単位である．k，ωはそれぞれ平面波の波数， 角周波数であり，正の実数
とする．A,A′は定数ベクトルである．

a) E(z, t)が横波であることをマクスウェル方程式を用いて説明せよ．
b) A = (Ax, 0, 0)であるとき，A′をAx, ω, kを用いて表せ．
c) kを ε0, µ0, ωを用いて表せ．

（次ページに続く）
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z

x

y

真空
e0, µ0

導体
e1, µ0, s

入射波
EA , BA

透過波
ET , BT

反射波
ER , BR

2) 電磁波が図のように真空から導体平面へ垂直に入射し，導体内部へと伝搬する様
子について考える．z < 0を真空，z ≥ 0を導体の領域とする．導体中では ε = ε1,

µ = µ0, ρ = 0であり, j = σEが成り立つとする．σは電気伝導度である．境界に
て入射，反射，透過する電磁波は全て z方向に伝搬し，電場は x成分のみをもつ
とする．入射波，反射波，透過波の電場の x成分EA, ER, ET は以下の式で与えら
れる．

EA(z, t) = A exp[i(kz − ωt)] (6)

ER(z, t) = R exp[i(−kz − ωt)] (7)

ET (z, t) = T exp[i(k′z − ωt)] (8)

ここで，ω, k, k′, A,R, T は定数である．

a) 問 1)b)の結果および z = 0における電場と磁場の境界条件を考慮し，T/Aを
k, k′を用いて表せ．

b) ET (z, t)に対する微分方程式を導出せよ．

σが十分に大きく，σ ≫ ωε1が成り立つときの導体中での電磁波の伝搬を考察する．

c) 問 2)b)で求めた微分方程式が以下のように近似できることを示せ．

∂2ET

∂z2
= σµ0

∂ET

∂t
(9)

d) k′を ε0, ε1, µ0, σ, ωの中から必要なものを用いて表せ．さらに，求めた k′を用
いて l = 2π/Re(k′)とするとき，ET (l, t)/ET (0, t)を求めよ．
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問題4 (量子力学)

[1]と [2]はそれぞれの解答用紙に解答せよ．
以下ではプランク定数を 2πで割ったものを ℏとする．

[1] 質量mの粒子の 1次元ポテンシャル V (x)の下での運動を考える．
1) ポテンシャル V (x)として以下の無限に深い井戸型ポテンシャルを考える．

V (x) =


∞ (x ≤ 0)

0 (0 < x < a)

∞ (x ≥ a)

(1)

エネルギーが低い方から数えて n番目 (n =1, 2, ...)のエネルギー固有値をEn，対
応するエネルギー固有状態の波動関数を φn(x)とする．

a) 波動関数φn(x)がみたす，時間に依らないシュレディンガー方程式を0 < x < a

の範囲で与えよ．
b) エネルギー固有値Enと規格化された波動関数 φn(x)を求めよ．
c) φn(x)に対して位置 xの期待値 ⟨x⟩を，波動関数を用いて計算せよ．
d) 粒子の波動関数が以下の形で与えられる場合を考える．この波動関数は規格
化されている．

Ψ(x) =


0 (x ≤ 0)

2√
a
sin

(
2π

a
x

)
(0 < x ≤ a/2)

0 (a/2 < x)

このとき粒子が基底状態 (n=1)に観測される確率 P を求めよ．

2) 次にポテンシャル V (x)を以下のように変化させた．

V (x) =


∞ (x ≤ 0)

0 (0 < x < a)

U (x ≥ a)

(2)

ここでU は正の有限値である．このポテンシャルに対して束縛状態が存在する場
合を考える．

a) 問 1)のポテンシャル (1)および問 2)のポテンシャル (2)に対する基底状態の
波動関数のグラフの概形をそれぞれ図示せよ．ここでは波動関数の形を式で
示す必要はない．

b) ポテンシャルが (1)から (2)に変化することによって，基底状態のエネルギー
固有値は上がるか，それとも下がるかを述べよ．そのように変化する理由を
問 2) a)の図に基づいて定性的に説明せよ．
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[2] 大きさ ℏ
2
のスピンを持つ 2つの粒子が，大きさBで z方向の静磁場中にあるとす

る．それぞれの粒子のスピン演算子を S1,S2とし，全スピン演算子を S = S1 + S2と
したとき，この系のハミルトニアンが以下で与えられるとする．

HS = −µBSz

ここでµは正の定数である．以下では，粒子 1に対してS1,zの固有値が ℏ
2
の状態を |↑⟩1，

固有値が −ℏ
2
の状態を |↓⟩1と書くことにする．粒子 2に対しても同様に |↑⟩2，|↓⟩2を定

義する．昇降演算子 Sk,± = Sk,x ± iSk,y (k = 1, 2)は次のように作用する．

Sk,+ |↑⟩k = 0, Sk,− |↑⟩k = ℏ |↓⟩k , Sk,+ |↓⟩k = ℏ |↑⟩k , Sk,− |↓⟩k = 0

また，S2の固有値が ℏ2s(s + 1)で，Szの固有値が ℏmである規格化された同時固有状
態を |s,m⟩と表す．全スピンの昇降演算子は S± = S1,± + S2,±となる．以下の問いに答
えよ．

1) 全スピン演算子の固有状態 |1, 1⟩ を |↑⟩k , |↓⟩k (k = 1, 2) を使って表せ．結果のみ
でよい．

2) 問 1) の結果に S−を作用させることにより，|1, 0⟩を |↑⟩k , |↓⟩k (k = 1, 2)を使って
表せ．

3) |0, 0⟩を |↑⟩k , |↓⟩k (k = 1, 2)を使って表せ．

4) 時刻 tでの状態は一般に

|ψ(t)⟩ = a(t) |1, 1⟩+ b(t) |1, 0⟩+ c(t) |1,−1⟩+ d(t) |0, 0⟩

と表すことができる．初期時刻 t = 0での状態が |ψ(0)⟩ = 1√
2
(|1, 1⟩+ |1, 0⟩)であ

るとき，時刻 tでの状態 |ψ(t)⟩を求めよ．

5) 問 4) で求めた状態 |ψ(t)⟩について，期待値 ⟨Sz⟩を求めよ．

6) 問 4) で求めた状態 |ψ(t)⟩について，期待値 ⟨Sx⟩を求めよ．

7) 全スピン演算子 (Sx, Sy, Sz)の交換関係から，交換子 [S2, Sx] を求めよ．

8) この系に対して，さらに x軸方向の磁場を加える．このとき全ハミルトニアン H

は H = HS + ϵSx となる．ここで ϵは実定数である．初期時刻 t = 0での状態が
|ψ(0)⟩ = |1, 1⟩であるとき，後の一般の時刻 tでゼロであるのは b(t), c(t), d(t) の
うちどれか．問 7) で求めた交換関係にもとづいて定性的に述べよ．
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問題5 (熱・統計力学)
[1]と [2]はそれぞれの解答用紙に解答せよ．

[1] 気液相平衡状態について考えてみよう．内部エネルギーをU，圧力を P，体積を
V，温度を T，エントロピーをS，化学ポテンシャルをµ，物質量を n，気体定数をRと
して以下の問いに答えよ．

1) a) ギブスの自由エネルギーはG = U−TS+PV で与えられる．内部エネルギー
の微小変化 dU = TdS − PdV + µdnを用いて dGを計算せよ．

b) G = µnの関係と問 1) a)の結果を用いて，dµを計算せよ．結果は，1 molあ
たりの体積 v = V/n，およびエントロピー s = S/nを用いて表せ．

2) 問 1) b)の結果を用いて，P -T 平面における気体と液体の相平衡曲線が従うクラウ
ジウス ·クラペイロンの関係式，すなわち dP/dT と q，T，vG，vLの関係を表せ．
ここで，q = T (sG − sL)は 1 molの液体が気体へ変化するときの気化熱，sG，sL，
および vG，vLはそれぞれ，1 molの気体 (G)と液体 (L)のエントロピー，および
体積である．

3) 気体を理想気体とみなし，vGが vLよりはるかに大きいと仮定することで，気化熱
が T に依存しない場合の P の表式を求めよ．ただし，T = T0のとき P = P0であ
るものとし，vG ≫ vLより vL = 0とみなしてよい．結果は q，R，T，T0，P0を用
いて表せ．

4) 以下では粒子数が 1 molで一定の場合を考える．

a) 問 1)の dGを用いて，下記のマクスウェルの関係式が成り立つことを示せ．(
∂s

∂P

)
T

= −
(
∂v

∂T

)
P

b) 問4) a)の結果と定圧比熱CP = T (∂s/∂T )P，および熱膨張係数α = (1/v) (∂v/∂T )P

を用いて，dsが以下の式で表されることを導け．

ds =
CP

T
dT − αvdP

c) これ以降，気液相平衡曲線上において qが T に依存する場合を考える．温度
に対する気化熱の変化 dq/dT を計算せよ．結果は q，T，および各相の定圧
比熱CG

P，CL
P，熱膨張係数 αG，αL，体積 vG，vLを用いて表せ．

d) 問 4) c)の結果を用いて，気体を理想気体とみなした場合の dq/dT を CG
P と

CL
P を用いて表せ．ただし，問 3)と同様に vL = 0とみなしてよい．
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[2] 金属を熱するとその表面から電子が放出される現象を考えてみよう．図 1(a)のよ
うに z < 0の領域に金属があり，xy面を表面として外部と接している．以下では，金属
中の電子は質量m，スピン 1/2の理想フェルミ気体として振る舞うとし，エネルギーの
原点を金属中の電子の 1粒子状態の最低エネルギーにとる．また，図 1(b)に示すよう
に，金属表面から十分に離れた外部の位置エネルギーはW (> 0)とする．系の温度を
T，金属の化学ポテンシャルを µとして以下の問いに答えよ．ただし，ボルツマン定数
を kB，プランク定数を hとする．

x
O

y

金属

外部
(a) (b)

金属 外部

εF

エネルギー

図1

1) 金属中の電子からなる系において，エネルギー εを持つ 1粒子状態の占有数はフェ
ルミ・ディラック分布関数 f(ε) =

1

e(ε−µ)/(kBT ) + 1
によって与えられる．絶対零度

および有限温度のそれぞれの場合に対して，エネルギー εの関数として，この分
布関数の概形を重ねて描け．

2) 金属中の電子系を考える．エネルギー εをもつ電子の単位体積あたりの状態密度
はD(ε) = 4π(2m/h2)3/2

√
εと与えられる．ここで，D(ε)にはすでにスピン自由度

が考慮されているものとする．フェルミエネルギー εFを h,mおよび単位体積あた
りの電子数 nを用いて表せ．

3) 絶対零度における金属中の電子系の単位体積あたりの内部エネルギーを，単位体
積あたりの電子数 nとフェルミエネルギー εFを用いて表せ．

(次ページに続く)
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4) ポテンシャル障壁W を超えることができる電子が金属表面から放出される．金属
から放出される単位時間，単位面積あたりの電子数 (電子放出率)Rは

R =
2

h3

∫ ∞

−∞
dpx

∫ ∞

−∞
dpy

∫ ∞

√
2mW

dpz
pz
m

f
( p2

2m

)
によって与えられる．これは，εz =

p2z
2m
によって変数変換し，pxと pyに関する積

分を 2次元極座標で実行することで

R =

∫ ∞

W

g(εz)dεz, g(εz) =
4π

h3

∫ ∞

0

p f
( p2
2m

+ εz

)
dp

の形に変形できる．g(εz)を求めよ．ここで，
d

dx

[
ln
(
1 + e−x

)]
= − 1

1 + ex
を用い

てよい．

5) 仕事関数を ϕ = W − εF (> 0)として導入する．十分低温で kBT ≪ εF,W, ϕかつ
µ ≃ εFを満たすとき，εzに関する積分を実行することで，Rを kB, h, ϕ,m, T を用
いて表せ．

6) 金属表面に対して電場を印加したときの影響を考えてみよう．電場がない場合に
は，外部の領域に試験電荷をおくと金属表面に電荷が誘起されるため，この影響を
考慮に入れると，金属表面から zだけ離れた電子の持つ位置エネルギーは V0(z) =

W − 1

4πϵ0

e2

4z
と仮定できる (図 2)．ここで，eは電気素量，ϵ0は外部の誘電率であ

る．金属表面に対して z軸負方向に大きさEの電場を印加すると，電子の持つ位
置エネルギーは V (z) = W − 1

4πϵ0

e2

4z
− eEzのように変化する．このとき，電場の

印加によって生じる仕事関数の実効的な変化分を求めよ．この結果を用いて，電
子放出率Rが電場の印加によって増加するか減少するかを理由と共に述べよ．

金属 外部

εF

図2: 電場がないときの金属表面付近の位置エネルギー

エネルギー
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