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問題1 (基礎数学)

[1]と [2]は別々の解答用紙に解答せよ．

[1] 区間 [−π, π]で定義され,区間外では 2πの周期性を持った関数 g(x)に対して

g(x) =
a0

2
+

∞∑
n=1

{an cos(nx) + bn sin(nx)}

のような表示をフーリエ級数展開,それぞれの係数 a0, an, bn (n = 1, 2, 3, · · ·)をフーリ
エ係数と呼ぶ.

1) 関数 g(x)のフーリエ係数 a0, an, bn を区間 [−π, π]の g(x)を含む積分として表せ.

2) 次の積分
1

π

∫ π

−π

[g(x)]2dx

の値を関数 g(x)のフーリエ係数 a0, an, bnを使って表せ.

3) 関数 g(x) = 1
12

(3x2 − π2) （−π ≤ x ≤ π）のフーリエ係数を具体的に求めよ.

4) フーリエ級数展開の結果を利用して次の無限級数和
∞∑

n=1

1

n4

の値を求めよ.
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[2] 実変数 x, yの滑らかな関数 f(x, y)について，以下の問いに答えよ．

1) 2変数関数 f のテイラー展開は以下のように表すことができる．

f(x + ∆x, y + ∆y) = f(x, y) + ∆r · ∇f(x, y) +
1

2
∆rT H(x, y)∆r + · · · .

ここに，

∆r =

(
∆x

∆y

)
, ∆rT = (∆x, ∆y),　∇f は f の勾配ベクトルであり，

H(x, y)は 2 × 2の対称行列（HT = H）である．
H(x, y)の具体的な形を与えよ.（答えのみでよい．）

2) 関数 f(x, y)が，a, bを正の定数として

f(x, y) = −a2

2
(x2 + y2) +

b2

2
(x4 − x2y2 + y4)

で与えられているとき，次の問いに答えよ．

a) f の停留点（∇f = 0となる点）をすべて求めよ．

b) x ≥ 0かつ y ≥ 0の領域にあるすべての停留点について，Hの固有値を求め，
f が極値（極大または極小）をとるかどうか判定せよ．また，この領域で f

が最小となる点 (x0, y0)を求めよ．

c) 問2bで求めたfの最小点 (x0, y0)において，fの曲率が最大となる方向を示せ．
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問題2 (力学)

[1] 質量mの質点が、中心力ポテンシャル V (r) = −C/rp 中を運動している．ここ
で，質点は xy平面内で運動しているとし，極座標 (r, θ)を r = (x, y) = (r cos θ, r sin θ)

となるようにとる．また，C, pは定数で C > 0及び 0 < p < 2を満たす. 時刻 t = 0に
おける初期条件は，r = r0, ṙ = 0, θ = 0, θ̇ = ω0 で与えられる．(r0, ω0 > 0)

1) t = 0における質点の運動エネルギーを求めよ．

2) t = 0における質点の角運動量の大きさ Lを求めよ．

3) 質点に働く力F (r)を求めよ.

4) この系のエネルギーEを，r, ṙ, m, C, L, pのうち必要なものを用いて表せ．

5) 質点が円軌道を描く場合に，軌道半径 rc及び円運動の周期を，C, p,m, Lのうち必
要なものを用いて表せ．

6) 次に質点の運動が円軌道からわずかにずれた場合を考える．すなわち，rは rcを
中心に振動し，振動の振幅は rcに比べて微小である場合を考える．このとき，rの
変化の周期をC, p,m, Lのうち必要なものを用いて表せ．

7) 6)の条件のもとで，質点が原点のまわりを一周したときに軌道が閉じる場合，pが
満たすべき条件を求めよ．
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問題3 (電磁気学)

[1]と [2]は別々の解答用紙に解答せよ．

[1] 真空中に置かれた半径 aの球殻の面上に，正の電荷+Qが一様な面密度で分布し
ている．電荷の分布は変化しないものとして以下の問いに答えよ．ただし，真空の誘電
率を ε0とする．

1) 無限遠方の電位を 0とする．

a) 球殻の中心から距離 rにおける電場の大きさE(r)を rの関数として求めよ．
また，E(r)の概形をグラフに表せ．

b) 球殻の中心から距離 rにおける電位V (r)を rの関数として求めよ．また，V (r)

の概形をグラフに表し，V (a)の値を記せ．

2) 図 1のように真空中に xyz座標を定め，座標 (0, 0, D)に球殻の中心を置く．また，
z < 0の領域を接地された金属で満たす．ただし，球殻は金属表面には接しておら
ず，また，球殻の面上に分布する正の電荷+Qは一様な面密度を保っているもの
とする。

a) 金属表面上に誘導される電荷の面密度 σ(x, y)を求めよ．
b) 金属表面上に誘導される全電荷の量を求めよ．
c) 球殻に働く力の大きさと向きを求めよ．
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 図 2のように，z軸方向に伝搬し，電場と磁場がそれぞれ x軸，y軸方向に振動する

電磁波(角振動数ω)を考える．z < 0の領域は真空(真空の誘電率ε0，真空の透磁率µ0)であり，
z≧0の領域には非磁性な導体（電気伝導率σ，誘電率ε，透磁率µ0)がある．この電磁波は，

導体の表面に対して垂直に入射している． 
マックスウェル方程式を以下に示す．ここで， !と J は，真電荷密度と電流密度であ

る．導体内部で時間的に変動する電場ベクトルを E = (Ex, 0, 0), D ( = εE )，磁場ベクトル
を H = (0, Hy, 0), B ( = µ0H )とし，導体内では 0=! , J=σEになることを用いて以下の問い

に答えよ．  
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1) 電磁波が導体内に進入するとき，その電場の振幅がどのように変化するか考える． 
 

a) 式(1)の両辺の回転をとり，導体内における Exに対する微分方程式を導け．その際，

一般のベクトル Aについて成り立つ ( ) ( ) AAA 2!"#!!=$!$! の関係式を用いよ. 

b) 問 1aの微分方程式の解を，振幅 E0，角振動数ω，波数 kを用いて次式でおく． 
( ) ( )[ ]kztiEtzEx != "exp, 0      (5) 

このとき，kとωの関係式を導け． 
c) k = β‐iα とすると，正の実数αとβ はそれぞれ次式で与えられることを示せ． 
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d) 電気伝導率が極めて高い導体の場合，σ ≫ ωε が成り立つ．このとき，振幅の大き
さが E0exp(‐1)に減少する表面からの距離(表皮深さ) Lを，ω, µ0, σ を用いて表せ． 

e) 電場の振幅は導体内に進入するとどのように変化するか図示せよ．ただし，横軸

を表面からの距離(z ≧ 0)，縦軸を電場の振幅にとり，E0, E0exp(‐1), および問 1dで求
めた Lを適切な位置に示せ．  

 
2) 電磁波の電場と磁場の位相差が，導体中でどのように変化するか考える． 
 

a) 電場と磁場の間に生じる位相差をθ ，振幅を H0として，導体中の磁場を， 
( ) ( )[ ]!" ##= kztiHtzH y exp, 0  

とおく．この式と式(1)と(5)を用いて，比 Ex/Hyを，α, β, ω, µ0を用いて表せ．  
b) 問 2aの結果を利用して θ を，α, β を用いて表せ． 
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問題4 (量子力学)

[1]と [2]は別々の解答用紙に解答せよ．

[1] ここでは ~ = 1の単位系をとる．２個のスピン (大きさ 1
2
)からなる系のハミルト

ニアンが

Ĥθ = 2I cos θŝ1z ŝ2z + I sin θ(ŝ1+ŝ2− + ŝ1−ŝ2+) (1)

で与えられているとする．ただし，I > 0，0 ≤ θ < 2πは定数である．ŝn = (ŝnx, ŝny, ŝnz)

は n番目のスピンのスピン演算子で，n = 1, 2についてそれぞれ

[ŝnx, ŝny] = iŝnz , [ŝny, ŝnz] = iŝnx , [ŝnz, ŝnx] = iŝny , (2)

という交換関係を満たし，ŝn± = ŝnx ± iŝny である．また，合成スピンの演算子 Ŝ =

(Ŝx, Ŝy, Ŝz)を Ŝ = ŝ1 + ŝ2とする．ŝnzの規格化された固有状態を | ↑〉n, | ↓〉nとし，それ
らは

ŝnz| ↑〉n =
1

2
| ↑〉n , ŝnz| ↓〉n = −1

2
| ↓〉n , ŝn−| ↑〉n = | ↓〉n , ŝn+| ↓〉n = | ↑〉n (3)

を満たす．さらに，スピン系の状態を

|χ1〉 = | ↑〉1| ↑〉2 , |χ2〉 = | ↑〉1| ↓〉2 , |χ3〉 = | ↓〉1| ↑〉2 , |χ4〉 = | ↓〉1| ↓〉2 (4)

を用いて表す．以下の問いに答えよ．

1) Ŝzは Ĥθと同時対角化が可能であることを示せ．

2) ４個の状態 |χi〉, i = 1, · · · , 4の Ŝzの固有値を求めよ．

3) θ = 0のとき，４個の状態 |χi〉のエネルギー固有値を求めよ．

4) θが一般の値のときを考える．

a) Ĥθの行列表示 〈χj|Ĥθ|χk〉を求めよ．
b) Ĥθの規格化された固有状態を求め，それぞれの状態のエネルギー固有値を θの関
数として表せ．

5) 解答用紙裏面の図はエネルギーを縦軸，θを横軸としてエネルギー固有値の θによる
変化をグラフにしたものである．既に 2個の状態についてはグラフに書かれている．

a) 残りの状態のエネルギー固有値の線を書き込み，グラフを完成させよ．さらに，
グラフには θ = 0のときのエネルギー固有値を記入せよ．

b) 合成スピンの z成分の固有値が 0でない状態が基底状態になる θの範囲を求めよ．
c) 0 ≤ θ < π

2
の範囲で 3重縮退が起こる θの値を求めよ．縮退が起こる物理的理由

を述べよ．また縮退している状態の合成スピンの大きさはいくらか．
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[2] 質量m，電荷 qの粒子が一様な垂直磁場中の x-y 平面内を運動するときの定常状
態について考える．ハミルトニアンHは次のように与えられる．

H =
1

2m

{
(px − qAx)

2 + (py − qAy)
2
}

px, pyは粒子の座標 x, yに正準共役な運動量演算子で px = −i~ ∂
∂x
，py = −i~ ∂

∂y
である．

垂直磁場Bを表すベクトルポテンシャルをA = (0, xB, 0)とし，ハミルトニアンHの
固有関数は定数 kを用いてΨ(x, y) = eikyφ(x)と表す．以下の問いに答えよ．

1) Hの固有エネルギーをEとしたとき，φ(x)が満たす方程式は{
− ~2

2m

∂2

∂x2
+

1

2m
(~k − qBx)2

}
φ(x) = Eφ(x)

となることを示せ．

2) k = 0の場合について，以下の a)～d)の問いに答えよ．

a) φ(x)が満たす固有値方程式を，次の演算子

a =
1√
2

(
`

∂

∂x
+

x

`

)
a† =

1√
2

(
−`

∂

∂x
+

x

`

)
を用いて表現せよ．ただし，` =

√
~/(qB)である．また，aと a†の間の交換関

係と，a，a†を用いた xの表現を求めよ．

b) この系の基底状態の波動関数 φ0(x)とそのエネルギーE0を求めよ．

c) 問 b)で求めた φ0(x)で表される基底状態において x2の期待値 〈x2〉を求めよ．

d) φ0(x)で表される基底状態と同じエネルギーをもつ古典的粒子が磁場中で角速
度 ωc = qB/mの円運動を行っているときの軌道半径 rcを求め，問 c)で求めた
x2の期待値 〈x2〉との関係を示せ．

3) 任意の実関数 χ(x, y)を用いてA → A + ∇χ(x, y)というベクトルポテンシャル
のゲージ変換を行ったとき，Ψ(x, y) → ei q

~ χ(x,y)Ψ(x, y)という位相変換を行うと，
Ψ(x, y)が満たす固有値方程式は不変に保たれることを示せ．

4) Ψ(x, y)の最低エネルギーが kに依存しないことを示せ．また，基底状態にこのよ
うな縮退が現れる理由を述べよ．
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問題5 (熱・統計力学)

[1]と [2]は別々の解答用紙に解答せよ．

[1] 種々の条件下での気体の断熱膨張に関する以下の設問に答えよ．以下では，圧力，
体積，温度，内部エネルギーをそれぞれ p, V, T, U で表し，始状態と終状態については
それぞれ添字 1, 2 で表す（例：始状態の体積 V1）. 気体定数をRとし，定積モル比熱，
定圧モル比熱，それらの比をそれぞれ CV , Cp, γ = Cp/CV とする．

1) 最初に理想気体の準静的断熱膨張について考えよう．1 モルの理想気体は状態方
程式 pV = RT に従い，理想気体の CV は温度によらず一定とする．

a) 図 1に示す断熱されたピストンが理想気体で満たされている（初期状態の体
積 V1）．この理想気体をゆっくりとわずかに膨張（V1 → V1 + ∆V）させたと
きの内部エネルギーの変化∆U を求めよ．

b) 理想気体の U は V によらない．理想気体に対して Cp = CV + R を示せ．

c) 始状態 [T1, V1]から終状態 [T2, V2 (> V1)] まで準静的に膨張させたときの終状
態の気体の温度 T2 を T1, V1, V2 および γ を用いて表せ（準静的断熱膨張）．

2) 次に，理想気体の断熱自由膨張を考えよう．断熱された密閉容器（全体積 V2）に
仕切りを設け，初期状態として片側（体積 V1）に 1 モル，T1 の理想気体を満た
し，反対側は真空にしておく（図 2）．次に，仕切りを急に取り外すことにより理
想気体を真空中に断熱自由膨張させる．このとき理想気体の示す温度変化は上昇，
降下，変化無しのいずれか．理由とともに述べよ．
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3) より現実に近い気体として van der Waals気体（1モル）を仮定し，問 2と同様に，
T1, V1の状態から V2へと断熱自由膨張するときの系の温度変化を考えよう．1 モ
ル の van der Waals 気体は次の状態方程式に従う．(

p +
a

V 2

)
(V − b) = RT (1)

ここで，a と b は　 van der Waals 定数である．以下では U の体積依存性に関す
る以下の関係式を用いて良い．(

∂U

∂V

)
T

= T

(
∂p

∂T

)
V

− p (2)

a) CV が温度によらないとして van der Waals 気体の内部エネルギーを T, V

の関数として求めよ．[ヒント: 内部エネルギーの全微分 dU =
(

∂U
∂T

)
V

dT +(
∂U
∂V

)
T

dV を考える．]

b) この van der Waals 気体に対して問 2 と同様の断熱自由膨張を行ったときの
終状態の気体の温度 T2を求めよ．
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[2] ある物質中において, 電子の単位体積当たりの一粒子状態密度D(ε)が

D(ε) =

{
D0 (−E0 ≤ ε ≤ E0)

0 (ε < −E0, ε > E0)

で与えられているとき, 以下の問いに答えよ. 但しフェルミ分布関数が

f(ε) =
1

e(ε−µ)/(kBT ) + 1

であることを用いてよい. ここで T は温度, µは化学ポテンシャル, kB はボルツマン定
数である.

1) T = 0のとき,単位体積当たりの電子数N と化学ポテンシャル µとの関係を求めよ.

但しN ≤ 2D0E0とする.

2) 以後 N = D0E0の場合を考える.

a) T に依らず µ = 0となることを説明せよ. （ヒント：状態密度D(ε)は ε = 0 に関
して対称である.）

b) 十分に低温 (kBT � E0)のとき, 電子系全体のもつ単位体積当たりのエネルギー
Uと比熱C を求めよ. ただし, 一般に µ � E0かつ kBT � E0のとき, なめらかな
関数X(ε)に対して∫ E0

−E0

X(ε)f(ε)dε ≈
∫ µ

−E0

X(ε)dε +
π2(kBT )2

6
X ′(µ)

が成り立つことを用いてよい.

c) 高温 (kBT � E0)のとき, 比熱Cを 1/T の最低次で求めよ.

d) これまでの問において,電子の一粒子エネルギーはスピンに関して縮重しており,

各スピンごとにそれぞれD(ε)/2の状態密度を持っていたとする. いまこの系に一
様な磁場Hを新たに印加した状況を考える. 電子と磁場との間の相互作用のハミ
ルトニアンHintは

Hint = −m0Hσ

で与えられるとする.但し σ = ±1はスピン変数, m0は電子のスピン磁気モーメ
ントの絶対値である。このとき, T = 0における系の磁化率を求めよ.
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